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Uber die Picardgruppen affinoider Algebren 
Elkedagmar Heinrich und Marius van der Put 
Abteilung ftir Mathematik, Universit~itsstraBe 150, D-4630 Bochum-Querenburg, Bunclesrepublik 
Deutschland 
Es sei A eine reduzierte affinoide Algebra fiber einem nichtarchimedisch voll- 
st~indig bewerteten K6rper k. Die Reduktion A yon A (bzgl. der Spektralnorm) 
hat viele Eigenschaften mit A gemeinsam. Ziel dieser Arbeit ist ein Vergleich 
der Picardgruppen Pic(A) und Pic(A). 
Fiir K~Srper k mit einer diskreten Bewertung ist dies von L. Gerritzen [3] 
ausgefiihrt worden. In diesem Fall ist der Ring /]= {a~A: [lal[ < 1} noethersch, 
so dab man bekannte Ergebnisse der K-Theorie anwenden kann. Insbesondere 
kann man zur Berechnung der Picardgruppe von X x E, wobei X ein 1- 
dimensionaler affinoider Raum und E die Einheitskreisscheibe ist, Ergebnisse 
von H. Bass und M. Murthy [1] heranziehen. 
Fiir allgemeines k ist die Situation komplizierter und ziemlich aussichtslos, 
wenn gar keine Bedingungen an k gestellt werden. Wir wollen annehmen, dab 
k ein stabiler K6rper ist; dies schlieBt die F~ille, dab k diskret oder algebraisch 
abgeschlossen ist, ein und erlaubt die Anwendung einer Methode yon S. Bosch 
[2]. Das Hauptergebnis i t: ,,Die kanonische Abbildung Pic(A)~ Pic(A) ist ein 
Isomorphismus, falls A eine reguliire /~-Algebra ist". Damit wird Satz 8 in [11] 
korrigiert. Im allgemeinen ist der Kokern der Abbildung Pic(A)--,Pic(A) nicht 
trivial. Wir berechnen diese Gruppe in Beispielen, in denen X=SpA ein 
affinoider Teil einer nichtsingul~iren projektiven Kurve ist, mit Hilfe der Jacobi- 
schen Variet~it dieser Kurve (s. 1-15]). Der Kokern yon Pic(l?)~Pic(Y) wird 
ebenfalls fiir ein Beispiel bestimmt, in dem Y yon der oben erw~ihnten Form X 
x E ist. 
w 1. Der Zusammenhang zwischen den Picardgruppen von A und 
Wir verwenden in dieser Arbeit f'tir jeden KiSrper k und jede k-affinoide 
Algebra A, die mit der Spektralnorm versehen sei, folgende Bezeichnungen: 
/~:--{xek:lxl<l} bzw. A,={x~A:/ Ixl l<l}, 
k'.={xek:lxl<l} bzw. A:={xeA: llxll<l}, 
/~: =/~/k bzw. A: = A/)[. 
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Ist x e/~ beziehungsweise A, so bezeichnet 2 das Bild von x in/~ bzw. A. 
Ein K6rper k heiBt stabil [4], wenn ftir jede endliche Erweiterung L D k gilt, 
dab L ein endlich erzeugter/~-Modul ist.
Man tiberzeugt sich leicht davon, dab die Wertegruppe Ik*l eines stabilen 
K6rpers k entweder divisibel oder isomorph zu Z ist. 
Zum Beispiel sind diskret bewertete und algebraisch abgeschlossene K6rper 
stabil, sowie maximal vollst~indige K6rper, deren Wertegruppe divisibel ist. 
Bemerkung. Der Begriff ,,stabiler K6rper" wird von Gruson in [-8] II.2 in einem 
schw~icheren Sinn gebraucht. 
Wir setzen im folgenden stets voraus, dab 
(1) der Grundktirper k vollst~indig bewertet und stabil ist; 
(2) die affinoide k-Algebra A reduziert ist und die Spektralnorm auf A nur 
Werte in [k*l annimmt. 
Zun~ichst beweisen wir einen Basiswechselsatz Ftir A-Moduln, der eine wich- 
tige Rolle spielen wird. Den analogen Satz ftir Moduln fiber ,,freien" affinoiden 
Algebren T, = k(<Xl, ..., xn) ) hat Bosch in [-2] (Satz 2.1) bewiesen. 
Lemmal .  Ist McAn ein endlich erzeugter A-Modul und gibt es Elemente 
fl  ..... fseM, so daft f l  .... ,f~ den 71-Modul f4@ft  erzeugen (wobei M:=Mc~A" 
3 
sein soll), so bildet {fl .... ,f~} ein A-Erzeugendensystem yonM. 
Beweis. Der wesentliche Teil des Beweises geht auf Gruson zuriick. Er beweist 
in [8] III Lemma 4, dab unter den angegebenen Voraussetzungen A eine k- 
Orthonormalbasis {hs: j>0} hat (vgl. auch [2] Satz 3.1 zusammen mit 6.2; ftir 
den Begriff der k-Orthonormalbasis und des zu einem Basiswechsel geh6rigen 
diskreten Ringes sei ebenfalls auf [-2] verwiesen). 
Ist re: Tara ein (strikter) Epimorphismus, der auf A die Spektralnorm 
induziert und ker~ = (a 1 .... , at)Ta, so ist der kleinste vollst/indige Ring R1, der 
die Koeffizienten der a i bez. der kanonischen Basis {x~: aeN d} yon T d enth/ilt, 
diskret und ohne Einschrgnkung der zu {hi: j>0} geh6rige Ring. Der Modul 
A" besitzt eine k-Orthonormalbasis, die wir mit {hjei: j>0,  i= 1, ..., n} bezeich- 
hen wollen. 
Seien nun fl,...,f~ Elemente von M mit der Norm 1, so dab M=~/@A 
erzeugt wird von fl,-..,f~- Dann ist der kleinste vollst/indige Ring R, der die 
Koeffizienten der f~ bez. der Basis {hiei} sowie den Ring R 1 entNilt, wieder 
diskret. W~ihlen wir nun eine Teilmenge S yon {hjfv: j > 0, v = 1 .... , s} und eine 
Teilmenge T von {h~ei: j>O, i= l , . . . ,n}  aus, so dab S:={~: seS} den /~- 
Vektorraum 7~r erzeugt und Sw~c eine Basis von/]" ist, so bildet SwT eine k- 
Orthonormalbasis von A n, weil alle Elemente von SwT in ~Rhje~ enthalten 
sind. 
Insbesondere 1/igt sich also jedes Element yon M darstellen als 
m=F,~ s+ F,E.t, 
seS teT  
wobei die Koeffizienten C~s, fit aus k sind. 
Wir wollen zeigen, dab Seine Basis von Mist. 
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Ist m'." =m-~cq.  s yon Null verschieden, so k~Snnen wir ohne Einschran- 
s~S 
kung annehmen, dal3 m' die Norm 1 hat, also r~' in M nicht verschwindet. Dies 
steht im Widerspruch zu der Tatsache, dab ;~ eine Basis von Mist .  Fiir jedes 
mEM~A" gibt es dann aber eine Darstellung 
m= ~Tvfv  
V=I  
mit Elementen 7~sA. Dies war zu zeigen. 
Korollar. Ist M ein projektiver ft-Modul yore Rang 1 und gibt es ein f in M, so 
daft M yon f erzeugt wird, so erzeugt f bereits M. 
Wird jedem invertierbaren A-Modul M der/]-Modul M@/]  zugeordnet, so 
induziert dies einen Gruppenhomomorphismus 
~: Pic~i~PicA. 
Satz 1. Unter den angegebenen Voraussetzungen a A und k ist ~ ein Isomor- 
phismus. 
Beweis. Die Injektivitgt von e ergibt sich unmittelbar aus dem Korollar. 
Sei also N ein invertierbarer A-Modul, so gibt es eine nattirliche Zahl n 
und einen idempotenten .4-Endomorphismus p auf .4" mit p(A")=N. Wir liften 
p zu einer Projektion P auf A": Ist n~imlich P0eEndi(A ") mit Po| lr,=p, so gibt 
es eine Zahl ~zek mit 
(P0 2 - Po) (A") - (~A)". 
Ist Po nicht schon idempotent, so ~indern wir Po schrittweise ab, indem wit 
PI:= -- 2Po3 + 3 Po2 (= Po + (Po2 - Po) ( -  2Po + 1)) 
bzw. ffir jede natiJrliche Zahl k 
Pk+l: = --2Pk3+3Pk 2 
setzen. Dann gilt n~imlich 
Pa 2 -P~ =(4Po 2-4P  o - 3)(Po 2-Po) 2, 
und man zeigt leicht, dab stets 2 Pk+l--Pk+l yon (Po2--Po) 2~+1 geteilt wird, also 
(Pk2+a--Pk+l)(A ") in (zc2k+lA) n enthalten ist. Dann ist P . '= l imP k die gesuchte 
k~oo 
Projektion, und die Surjektivit~it yon e ist gezeigt. 
Ordnet man jedem invertierbaren /]-Modul M den A-Modul M@A zu, so 
wird hierdurch ein Gruppenhomomorphismus 
/~: P icA~PicA 
induziert. 
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Satz 2. Die Abbildung fi ist injektiv, falls 7t nullteilerfrei st. Wenn die affine 
Reduktion 7t regulgtr ist, so ist fl auch surjektiv. 
Beweis. (i) Ist M ein A-Modul mit fl([M])=0, so identifizieren wir ohne 
Einschr~inkung M@A mit A, so daB also M ein /t-Untermodul von A ist. 
A 
Weiter k6nnen wir annehmen, daB McA,  aber Mr  f'tir irgendein ~ek mit 
0 < [yl < 1 ist. Wir wollen zeigen: M =A. Es gibt Elemente fl,--.,f~ der Norm 1 
in A, so dab (of~ .... , s  ist, und tYtir jedes f~ ist die Lokalisierung M~ yon 
M nach f~ in Af=:A~ enthalten und ein freier Ai-Modul vom Rang 1, weil M 
invertierbar ist. 
Wir bezeichnen die Erzeugende von M~ mit e~ und geben ihr ohne Ein- 
schdinkung die Norm 1. Aus A@k=A folgt M~@k=A~, und daher gibt es fiir 
jedes i ein h~A~ mit eih ~ = 1. Dann hat aber h~ Norm i, also ist M i gleich A i. 
Insbesondere ist 1 in Mi, es gibt also ein n >0, ftir das f/" in M~ liegt. Dann 
ist aber M=A und somit die Injektivit/it yon fl bewiesen. 
(ii) Es sei nun/1 regul/ir und M ein invertierbarer A-Modul. Dann gibt es 
eine kurze exakte Sequenz 
O-~M1---~A ~~ ~ ,M--*O 
und mit M:=Bld(v[]i~~ N/1..=MinA~~ erhalten wir aufgrund yon Lemma 1 
kurze exakte Sequenzen 
O-~MI-~A"o-~M-~O bzw. 0-~1-~3"o-~-~0. 
Wir setzen die freie Aufl6sung fort und erhalten so exakte Sequenzen 
(I) Oo Mk + 1 o A"~-->"" ~ A'~ M ~O 
(ii) O-~Mk§ 1 -~ A"~--'...-*A~176 
(Ill) 0~r  ~ ,2"~...-,d"~ 
wobe i  ~/k+ 1: =Mk.+ 1 ('hAnk gesetzt ist. 
Nun ist aber A regul~ir und daher ist ~rk+ 1 projektiv l'fir jede natiirliche 
Zahl k, die gr6ger oder gleich der kohomologischen Dimension yon r ist. 
Das heiBt aber, daB ~ eine Linksinverse ~ besitzt, und wir liften ~7 zu einer 
Linksinversen 7 von c~: 
Ist ?o: A"~-~)~/k+l eine Abbildung, ftir die ~0 linksinvers zu ~ ist, so gilt 
?o ct = 1~ 1 + e, 
wobei e ein A-Endomorphismus yon s 1 mit ~(_~/k+O_~TC/t~/k+ 1 tar eine Zahl 
rce]~ ist. Daher existiert (1~ +, + ~)- 1 und ?." = (1~+~ +~)- 17o ist linksinvers zu 
Die Sequenz (I) spaltet auf, weil M projektiv ist, und daher ist die Summe 
der Terme mit geradem Index isomorph zur Summe der Terme mit ungeradem 
Index: 
MO @ A"~-Mk+I@ @ A% 
i ungerade i gerade 
wobei wir ohne Einschr/inkung k als ungerade angenommen haben. 
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Wir setzen r: = ~ hi, bilden auf beiden Seiten die (r + 1)-te ~iugere Po- 
i ungerade 
tenz und erhalten, weil M den Rang 1 hat, so 
Ar+I(M@ @ A")~-M~A'+I(Mk+a@  A'~). 
i ungerade i gerade 
Aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen wissen wit, daB ~/k+, | @ ~"~ 
i gerade 
projektiv ist, und daher ist auch 
N,=Ar+l(i~4k.l~ @ A"') 
i gerade 
projektiv. Nun gilt abet 
N@A~-Ar+I(()Clk+,@ @ A")@A)~M, 
i gerade 
und damit ist die Surjektiviffit yon fi nachgewiesen. 
w 2. Beispiele 
Wir betrachten Beispiele, in denen A eine reguliire 1-dimensionale affinoide 
Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen K6rper und A nullteilerfrei 
ist. Der affinoide Raum X= Sp(A) wird in eine projektive nichtsingul~ire Kurve 
eingebettet. Dann gilt: 
PicX ~J(C)/H, 
wobei H die Untergruppe der Jacobi-Variet~it yon C ist, die aus den Klassen 
von Divisoren vom Grad 0 mit Triiger in C\X  besteht (vgl. [15]). Die 
Picardgruppe der affinen Kurve 3?=Spec(A) berechnen wir mit Hilfe der De- 
singularisierung 37'~ yon 3? sowie der exakten Sequenz 
1 ~ (9 (3?)* ~ (9 (X "~g)* ~ @ ((9;)*/(9* ~ Vic (2) ~ eic 3?r~g + 1, 
pgX 
wobei (9~ die Normalisierung yon (gp bezeichnet (s. Hartshorne [9] Chap. II.6. 
ex. 6.9). 
Auf X betrachten wir verschiedene Garben, und zwar sei fiir U c X affino- 
id: 
(gx(U): = {f holomorph in U} 
(9~(U):={f~(gx(U):f(u)+O for alle ueU} 
(~x(U)=={fe(gx(U): I f(u)[<1 fiir alle ueU} 
(~;(U):={fe(}x(U): If(u)J= 1 ftir alle ueU} 
(}x(U)'.={fe(}x(U): I f(u)l< 1 ftir alle ueU} 
O(1)x(U): = {fe(gx(U): I f (u ) -  iI < 1 fLir alle uEU}. 
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Far die Strukturgarbe affiner Kurven (oder F1/ichen) Z benutzen wir ebenfalls 
das Symbol (9 z. 
Ist C eine projektive Kurve, so wird eine Reduktion von C (zur Definition 
sei auf [6J Chap. III, w 9ff. verwiesen) mit Coder  R(C) bezeichnet; werden 
gleichzeitig mehrere Reduktionen betrachtet, so wird nbtigenfalls geeignet un- 
terschieden. Die kanonische Reduktion eines affinoiden Raumes wird weiterhin 
mit gekennzeichnet. Allgemein stimmen die Bezeichnungen weitgehend mit 
den in [6] Chap. IV und V gew~ihlten iiberein, worauf auch insbesondere fiir 
die Begriffe pr~istabile/stabile R duktion verwiesen sei. Werden Kurven durch 
Gleichungen beschrieben, so benutzen wir stets die affine Gleichung, auch 
wenn die vollst~indige Kurve gemeint ist. Ftir Kubiken soll das neutrale Ele- 
ment der Addition @ stets der Punkt oe sein. 
Soweit es sich um geometrische Betrachtungen handelt, sollen Skizzen den 
Sachverhalt erl~iutern; hierbei sollen folgende Verabredungen gelten: Ein Kreuz 
auf einer gezeichneten Kurve zeigt einen fehlenden Punkt an, Zahlen in Recht- 
ecken nennen das Geschlecht der (projektiven) Kurve. Hat die Reduktion 
mehrere Komponenten, so werden, um MiBverst~indnisse zu vermeiden, nicht 
die vollst~indigen Komponenten gezeichnet. 
Beispiel 1 (vgl. [15] 3.2). Es sei C die Tate-Kurve k*/<q), wobei 0<lq] < 1 sein 
soll. Die stabile Reduktion R: C~C ist eine rationale Kurve mit einem 
gewbhnlichen Doppelpunkt p ([6J Chap. V. w Es sei pl=R(lmod<q)), 
dann ist 
R-  1 ({pl}) = {1 +xsk*, Ixl < 1} mod<q) c C 
und X=C-R-I({pl}) ist ein affinoider Unterraum yon C mit der kanoni- 
schen Reduktion )? = C-{Pl} ([6J Chap. IV Theorem 2.2.(4)) (Fig. 1). 
Wir wollen Pic()~) und Pic(X) miteinander vergleichen. 
Fig. 1 
Die Picardgruppe yon X ist gleich Jac(C)/H, wobei H die Gruppe der 
Klassen yon Divisoren vom Grad Null mit Tr~iger in C\X  ist (siehe Einlei- 
tung dieses Paragraphen). Wir identifizieren Jac(C) mit C auf kanonische 
Weise, d.h. jede Divisorklasse ~ ni[zimod<q)] (wobei ~'ni=0 ) auf C wird mit 
i=1  
I!Iz~imod<q ) in C identifiziert. Hierbei wird H gleich 
i=1  
{l+x~k*,lxl<l} mod<q) 
in C. Damit erhalten wir eine exakte Sequenz 
1 ---, s ~ , Pic(X)~] k* I/<1 q[) ~ 1. 
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Es ist bekannt, dab Pic(X) zu ~* isomorph ist. Wir geben einen expliziten 
Isomorphismus fl: Pic(2)---,/~* an, so dab die Komposition eo fi die kanonische 
Abbildung Pic(2)~Pic(X) ist, die in w 1 betrachtet wurde. Als Folgerung ergibt 
sich: 
Der Kokern yon Pic(2)~ Pic(X) ist isomorph zu ]k* I/<[ql>. 
Zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir C mit der Kurve IP 1, in 
der die Punkte t =0 und t = oo identifiziert sind, und zwar so, dal3 die Abbil- 
dung 
{zek*:lzl=l}~{zek*:lzl=l}mod<q> R , IW\  {0, oo} 
die kanonische Abbildung {zek*:]z] = 1}~/~* ist. Dann entspricht = 1 dem 
Punkt p t e C. 
Sei M ein invertierbarer 0(X)-Modul. Wir k6nnen annehmen, dab M im 
Quotientenk/frper von (9(X) liegt (der gleich /~(t) ist). Der Modul M| p 
c/~(t) ist ein freier C~,p-Modul, und durch Multiplikation mit einem Element 
aus /~(t) k6nnen wir erreichen, daB M| p ist. Jedem solchen M 
ordnen wir auf offensichtliche Weise einen Divisor D M auf )? mit Tr~iger in 
37-{p} zu. Bezeichnet ~Q das maximale Ideal yon 0(2), das dem Punkt QeX, 
Q+p, entspricht, so ist ~a  ein invertierbarer (9(Jf)-Modul, dessen zugeh6riger 
Divisor Q ist. Der Modul M is t  gleich f.(9(Jf) genau dann, wenn D M der 
Divisor eines fek(t) ist und fe(_9~.p gilt. Diese Bedingung an f bedeutet, dab 
f (0 )=f (oo)+0 sein muB. Ist D ein Divisor auf 2 mit Tr~iger in J ( \  {p}, so ist 
Dder  Divisor eines Elementes fe~(t)* (das bis auf eine Konstante eindeutig 
bestimmt ist). Wir ordnen D den Wert f(O)/f(oo)ek* zu und erhalten so einen 
Isomorphismus 
fl: Pic(Jf)~ Divisoren auf J~ \ {p} ~/~.. 
Hauptdivisoren(f) mit fElt(t), f(O) =f(oo) + 0 
Das maximale Ideal e~Q oder der Punkt Q ist der Divisor auf 1P1\{1} der 
Funktion t -  t(Q) 
- -  und man sieht, daB fi(Klasse yon ~Q)=t(Q)~/~* ist. Um 
t -1  
zu zeigen, daB c~ofi die kanonische Abbildung aus w ist, gentigt es, 
eofi(Klasse yon ~- )=~ zu zeigen, wobei x ein Punkt von X mit R(x)=Q ist, I.Z~ X 
denn es gilt ~~174 Der Punkt x ist gleich zmod<q> fiir ein zek mit 
[z[=l, und wir mtissen zeigen, dab die Restklasse yon z in /~* gleieh t(Q) ist. 
Dies folgt aus unserer Wahl der Identifikation von C mit IP 1 \ {0, oo}. 
Beispiel 2. Es sei C=k*/(q> die Tate-Kurve aus Beispiel 1, ferner sei reek* mit 
0<[Tzl< 1 und 
X = k*/(q> - {zek* :l z mod (q> - 11 < [zt[). 
Ist R: C--*C die stabile Reduktion von C, pl=R(lmod<q>), so gibt es eine 
(Jberdeckung yon C, so dab die Reduktion bez. dieser Oberdeckung R': C--*C' 
durch ,,Aufblasen" von p leC  zu einer projektiven Gerade L entsteht (Fig. 2) 
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und R'(X)= C ' -  {P2} gilt mit p2~L ([6] Chap. V Theorem 2.2). Die kanonische 
Reduktion Jf von X ist nach [6] Chap. IV Theorem 2.2 dann eine rationale 
Kurve mit einer Spitze p als Singularit~it (Neilsche Parabel) und die Komplet- 





Wie in Beispiel 1 zeigt man, dab die Gruppe Hder  Klassen von Divisoren 
vom Grad 0 mit Tr~iger in C\X  gleich { l+xsk* :  Ixl<lrc[}mod~q) ist und 
erNilt so eine exakte Sequenz 
O~fc ~ , PicX-~k*/~q, 1 +~z/~)~l. 
Man weiB, dab PicX isomorph zu/~ ist, und wir geben wieder einen expliziten 
Isomorphismus /~: P ic2~/~ an, so dab e o/~ die in w betrachtete kanonische 
Abbildung P ic J f~P icX  ist. Als Folgerung ergibt sich: 
Der Kokern yon PicX--+PicX ist isomorph zu k*/(q, 1 + ~cfc). 
Zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir C" mit der Kurve IP 1, 
die im Punkt t--oo eine Doppeltangente hat, und zwar so, dab die Abbildung 
{l +zek*:lzl<lr~l}~{l +z~k*:lzl<__l~l}mod(q) g'>IP ' -{oo} 
die kanonische Abbildung 
{1 + zek*:lzi < I~zl}--'k 
ist. Dann entspricht  =0 dem Punkt p~. 
Die Argumentation von Beispiel 1 gilt auch jetzt; die Bedingung: fs(9*,p 
bedeutet nun, dab f(oo)=#0 ist und f'(oo) verschwindet. Ist D ein Divisor auf 
2 mit Tr/iger in 2 -{p} ,  so ist Dder  Divisor eines Elementes f~k(t)* (das bis 
auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist). Wir ordnen D den Wert f'(oo)~k zu 
und erhalten so einen Isomorphismus 
/~: Pic(3?)~ Divisoren auf 2 - {p} ~/~. 
Hauptdivisoren(f) mit fEk(t), f(oo)~O, f ' (oo)=0 
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Das maximale Ideal ~Q oder der Punkt Q ist der Divisor auf IP 1 --{0} der 
Funktion t (Q)-  t - -  und man sieht, dab /3[me] =t(Q)e/~ ist. Um zu zeigen, dab 
t ' 
0~ o/~ die kanonische Abbildung aus w 1 ist, geniigt es, c~ o/?([me] ) =~x zu zeigen, 
wobei xeX mit R"(x)=Q ist, denn es gilt ~x| e. Der Punkt x ist gleich 
1 +zmod(q)  ftir ein z~k mit Izl <lrcl, und wir miissen zeigen, dab die Restklas- 
se von 1 +z in /~ gleich t(Q) ist. Dies folgt jedoch aus underer Identifikation 
von if" mit IP ~ -{oo}. 
Beispiel 3. Wir betrachten un eine elliptische Kurve C, die nicht Tate-Kurve 
ist, und wir wollen voraussetzen, dab die Charakteristik von /~ nicht 2 ist. 
Dann hat C als 15berlagerung des IP~ vier Verzweigungspunkte, und nach 
einer geeigneten Koordinatentransformation wird C durch die Gleichung 
y2=x(x-e)(x-6) beschrieben, wobei le [= i6[= le -6 l< l  ist. C hat eine gute 
Reduktion C, die durch die fdberdeckung des 1P~ 
{xek:lxl_-<lel}, {x:lxl>=l~l} 
induziert wird. 
Verfeinert man diese fSberdeckung zu 
{x:ix] <[el}, {x: ie[<lx[<l}, {x: l=<_[xl} 
so liigt sich zeigen, dab die hierdurch induzierte Reduktion /~: C~C aus 
durch ,,Aufblasen" eines Punktes p zu einer projektiven Geraden entsteht (s. 
[6] Chap. V.2.2) (Fig. 4). 
[~ q Pl 
F ig .  4 
Es sei p14=q ein Punkt aus der rationalen Komponente von C und X." 
=/~- l (C -{p l} .  Dann ist die kanonische Reduktion 2 von X eine rationale 
Kurve mit einer gewShnlichen Spitze als Singularit~it (s. [6] ibid.) 
Ist die Restklassencharakteristik yon k Null, so ist ftir jedes reelle ~_->1~1 die 
Menge {(x, y)e C: I xl > ~} eine Gruppe, die analytisch isomorph zur multiplika- 
tiven Gruppe {zek*: I i - z l< l}  ist. Wir werden im Anhang zeigen, dab dies 
auch gilt, wenn die Charakteristik yon ~ eine (yon 2 verschiedene) Primzahl ist, 
0 sofern nut keine Wurzel des Polynoms 
/P-iV 
Y(X)- o i 2i ) x ' 
ist. 
Von der Klassengruppe von X wissen wir, dab sie isomorph zu C modulo 
der Untergruppe Hder  Divisoren vom Grad 0 mit Tr~iger in {(x,y)eC: Ixl > l} 
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ist. F i r  die gute Reduktion C von C gilt, dab C isomorph zu C/H 1 ist, wobei 
H 1 die Gruppe der Divisoren vom Grad 0 mit Triger in {(x, y)~ C:[x] >e} ist. 
Schliel3en wir nun den Fall f (o) = 0 aus, so erhalten wir mit Satz 3 aus dem 
Anhang: Es gibt ein ge/~, 0< Ircl < 1, so dal3 die Sequenz 
1~ 1 + k/1 + ~7~-~ PicX ~ C~0 
exakt ist. Es bleibt die Abbildung PicX~--~PicX zu betrachten. Mit der Identifi- 
kation und der Abbildung aus Beispiel 2 sieht man, dal3 PicJ? auf natiirlicbe 
Weise verm6ge 
eingebettet ist. Dann ist es aber leicht zu sehen, dab es eine exakte Sequenz 
1--,1 +]~/1 +rc] r  
gibt. 
Beispiel4. Wir betrachten jetzt eine Mumford-Kurve C vom Geschlecht 2, 
deren stabile Reduktion R: C~C aus zwei rationalen singularititenfreien 
Komponenten Lx, L 2 besteht, die sich in den Punkten p~, P2, P3 schneiden 
(dies ist einer der drei mtiglichen F i le ,  s. [-6] Chap. V w Es sei 
peL~-{p l ,p2 ,P3}  und X' .=R- I (C -{p}) .  
[] 
Fig. 5 
Wir werden im folgenden zeigen, dab es eine exakte Sequenz 
l ~ Pic2---, P icX  ~lk*12/ lA]~ l 
gibt, wobei A ein Gitter vom Rang 2 in (]s ist, das von C abhingt. 
(i) Wir bestimmen zunichst die kanonische Reduktion )? von X: Die 
Normalisierung Z v von Z: = C-{p} ist disjunkte Vereinigung yon L1 -  {p} und 
L2: die Punkte Pi(i= 1,2, 3) sind gew6hnliche Doppelpunkte von Z, und alle 
iibrigen Punkte von Z sind regulir. Daher gilt in der exakten Sequenz 
f'tir die Garbe ~r dab 
O -~ (g z -~ V , (g z~ ~ d -~ O (*) 
{ ]~: q6{Pl,P2, P3} 0: sonst 
ist. Wegen der Rationalitit von L 2 ist v,(9(Z v) isomorph zu (9(L1)O/~; und mit 
(()(Z) = { f  ~(9(L O: f (pl)= f (p j  =f(P3)} 
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ergibt sich in der yon (*) induzierten Sequenz 
o-,  co (z)--, v, co(z ~) ~ d(z)- - ,  H ~ (z, COz) ~ o, 
dab Bild/~ gleich d (Z)  ist, also H~(Z,(gz) trivial ist. 
Nach [-6] Chap. IV Theorem 2.2 ist die kanonische Reduktion von X dann 
=Specg)(Z), d.h. Jf entsteht aus Z durch Zusammenziehen yon L a auf einen 
Punkt q (Fig. 6). Mit Hilfe der Normalisierung von X rechnet man nach, dab 
Pie J (~ (/~*) z gilt. 
~ q  P 
Fig. 6 
(ii) Die Bestimmung von PicX ist schwieriger. Nach Voraussetzung l~iBt 
sich C als Quotient f2/F beschreiben, wobei F eine Schottky-Gruppe vom 
Rang 2 und (~ die Menge der gew6hnlichen Punkte yon Fist.  Fiir die Jacobi- 
Variet~it yon C gilt dann (s. [6] Chap. VI), dab es ein multiplikatives Gitter A 
vom Rang 2 gibt, so dab 
J(C)_-_ Hom (F, k*)/A 
gilt. Die Abbildung 
{Divisoren auf C vom Grad 0}/{Hauptdivisoren}-+Hom(F,k*)/A 
kann folgendermaBen beschrieben werden: 
Sei D= ~ ni[xl] ein Divisor vom Grad 0 auf C, E=~ni [w, ]  ein Divisor 
i=1 
auf f2 mit rc(w~)=x i (wobei n: f2--+C die kanonische Projektion bezeichnen 
soil), so kann man zu E eine Thetafunktion 0 6 auf f2 definieren, n~imlich 
O~(z) = [ J (z  - ~,(w 1))", . . .  ( z -  ~ (ws)) .~, 
y~F 
fiir die O~(Tz)=c(?)OE(z ) gilt, wobei c ein Gruppenhomomorphismus yon F 
nach k* ist, der yon w 1, ..., w s abh~ingt. W~ihlt man statt E einen Divisor E', so 
unterscheiden sich 0 E und 0~, nut durch eine Thetafunktion, die auf (~ weder 
Null- noch Polstellen hat, und dementsprechend c und c' durch ein Element 
yon A. Damit ist das Bild von D in Hom(Ek*)/A gerade c modA. 
Wir wollen die Gruppe Hder  Divisoren vom Grad 0 mit Tr~iger in R-  1 {p} 
bestimmen. 
Man kann zeigen, dab re-I(R-1 {p}) yon der Form U ~'Vo ist, wobei V o 
eine offene Kreisscheibe ist und die y V 0 paarweise disjunkt sind. Sind 
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X1, X 2 @R-  1 {p} und  w 1, w 2 E V 0 mi t  7z(wi) =x i, so gilt fiir 
z-Twl  1-[ (1 Y(wl)-Y(w2)t Owl_w2(Z) = [I z-~w2-,~r z-~(w2) I' 7eF 
dab fiir alle z e f2 -  [_) 7 Vo 
7eF 
[0w~_,~2(z)- II < 1 
ist, well fiir jedes solche z offenbar lT(wO-~(w2)l<lz-~,(w2) [ist. Somit gilt f'fir 
alle y e F 
< 1, O,~_w~(?z) I 
und damit erftillt der durch [xa]-[_xz] definierte Homomorphismus c: F~k* 
ftir alle 7 e F die Ungleichung [c(y) - 1[ < 1. 
Damit haben wir gezeigt, dab H in 
{c: F~k*: [c(7 ) -  11 < 1} modA~ {(Zl, Z2) ~ (k*)2: [Z  i - -  11 < 1} modA 
enthalten ist. Wir zeigen, dab tatsiichlich Gleichheit gilt. Es sei also c: F~k* 
mit I c (y ) - l l< l  fiir alle yeF.  Es gibt einen Divisor D vom Grad 0 auf C und 
eine Liftung E (ebenfalls vom Grad Null) von D auf Q, die c induziert, d.h. 
O~(TZ)=C(7)OE(z) fiir alle 7eF. 
Es sei {U1, ..., Ut} eine gentigend feine affinoide Uberdeckung von C, d.h. 
a) jedes U/ist isomorph zu einer affinoiden Teilmenge yon IP~, 
b) n-l(Ui)cf2 ist disjunkte Vereinigung von affinoiden Mengen {Vij}j~j, 
wobei V~i @ U~ ist fdr alle j~J. 
Eine solche Uberdeckung ibt es nach [6] Chap. IV w 3. 
Wir wollen 0 e auffassen als Funktion f~ auf Ui: w~ihle ein j e J, schr~inke 0f 
auf V~j ein und benutze den Isomorphismus Vij @ U i. Die Funktion f~ ist 
nicht eindeutig bestimmt: ist f~* die durch j* ~ J bestimmte Funktion, so gilt 
f *=c(7)  "fl fiir ein 7~F. 
Weil Ic(7 ) -  11 <1 ist, haben fi und fi* das gleiche Null- und Polstellenverhal- 
ten. Insgesamt gilt: 
(a) div f~ = D I U~, 
(b) f~orclV~j=0EIV~j fiir n-a(Ui)= ~) Vii , 
je J  
(c) Lfz~lg~auje(9(1)*(U~c~uj). 
Nut (c) muB noch begriindet werden: f~ und f~ stellen beide die Funktion 
0g auf verschiedenen Teilmengen von f2 dar, auf jeder Zusammenhangskompo- 
nente von Uic~ Uj ist daher f f j . -  1 eine Konstante ~ mit le -  11 < 1. 
Wit wollen zeigen, dab in der Sequenz OoH~J(C)- - ,H ~ (X, (9~)~0 das Bild 
von c Null ist. Dazu gentigt es nun offenbar, folgendes Lemma zu beweisen: 
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Lemma 1. Die Kohomologiegruppe Ht(X, (9(1)*) ist trivial. 
Beweis. Z= C-{p} besitzt eine affine ()berdeckung {Z1, Z2, Z3}, wobei Z~ 
=Z-{p2,p3},  Z2=Z-{p~,p3},  Za=Z-{pt ,p2  } ist, so dab e - l (Z i )  und 
R-~(Zi)~R-~(Z~) affinoide Teilbereiche des lPk ~ sind. Da ftir jeden affinoiden 
Teilbereich A cIPk ~ nach [16] Korollar 3.8 HI(A,(9(1) *) verschwindet, stimmt 
HI(X,(9(1) *) mit der Cechschen Kohomologiegruppe /~1(11, (9(1)}) fiir 
!1 = {R- 1Zi}i = 1,2,3 iiberein. 
Pi j l  zi X X 
Fig. 7 
In (i) haben wir bereits gezeigt, dab H 1 (Z, (gz) trivial ist, daher verschwindet 
auch /~1(/1,(9x) (s. [6] Chap. IV w und hieraus folgt leicht, dab auch 
/~1(1I, (9(1)~) trivial ist: 
Zu fc(9(1)*(Ui~Uj) gibt es ein fle(9(U/c~Uj) und ein rce/~, so dab 
f= l+~f l  ist, und es existieren Funktionen gi bzw. gj aus (}(U/) bzw. (}(Uj) 
mit f l  =g~ IUi c~ Uj-gjl Ui c~ U~. Daher gilt: 
f=(1  + 7zgi)(1 -ngj)-rc2gigj= :(1 + rcgi)(1 - ngj)(1 + n2f2) 
fib ein fzsO(Ui~Uj). Man fahrt mit diesem Verfahren fort und findet so 
approximativ h ie (9(1)* (Ui) und hj~ (9 (1)* (Uj) mit 
f =hi[ Uic~ Uj . hj[ Uic~ Uj. 
Koro l la r  1. (i) H = {(xl, Xz) e (k*) z : Ix i -  11 < 1 ; i = 1, 2} rood A;  
(ii) I~(k*)2--,HI(X,(9*)--,Ik*IZ/IAI---,1 ist exakt (vgl. [15] Example 3.3). 
(iii) Zum AbschluB dieses Beispiels zeigen wir, dab das Bild der injektiven 
Abbildung 
Pic If = (/~.)2. Pic X = H 1 (X, (9~) 
gerade Horn (F,/~*) = (/~.)2 ist, woraus, wie behauptet, unmittelbar folgt: 
Korollar 2. Die Sequenz 
1 ~ PicX: ~ PicX + Ik*12/IAI ~ 1 
ist exakt. 
Beweis. Es gibt eine natiirliche Abbildung von Hi(X,(9 *) nach HI(X,(9~:), 
deren Bild mit dem Bild von Hom(F,/~*) iibereinstimmt: Jedes ~eHI(X,  (9*) 
ist n~imlich Einschr~inkung eines tIeHI(C,(9~), und t/ l~igt sich zu einem 
tfeHl(O,(} *) liften. Ist {Oi} eine endliche Oberdeckung von O durch F- 
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invariante Teile Oi; dann l~iBt sich, weil Hi(O, (}*) nach [6] Chap. IV w trivial 
ist, t/' auf f2i~(2 j als Quotient vi(z-~) schreiben. Die Funktionen vi(z)s(}*(Oi) vj(z) 
sind zwar nicht F-invariant, aber auf f2~ c~ fdj gilt 
vi(Tz)=vj(Tz) fiir alle 7eF. 
vi(z) vi(z) 
v~(Tz) 
Hieraus folgt nach J-6] Chap. 2 Proposition3.2, dab ~ eine Konstante 
c(7) e/~* ist, die nicht von i abh~ingt. 
Auf diese Weise haben wir einen Homomorphismus 
~ eF~-, c(y) ~/c* 
gefunden. Sein Bild 
7 e F~--* c(7) e/~* 
ist unabhiingig vonder Wahl von t/und {f21}, h~ingt also nur yon ~ e H 1 (X, (9}) 
ab. Wir bezeichnen die Abbildung ~--~ 6 mit ft. Wie in (ii) zeigt man, daB jedes 
ceHom(F,/~*) das Bild eines ~eHI(X, 0~) ist. 
Bezeichnet i die kanonische Injektion 
Horn(F,/~*) ~ Horn(F, k*)/(A, H) = H 1 (X, (~c), 
so haben wir ein kommutatives Diagramm 
H' (X, (~}) , H I (X, (9*) 
Hom (F,/~*) 
gefunden. In den Bezeichnungen von Lemma 1 ist 
H'(X, ~})= ~l(u, ~*), 
und wegen der Trivialit~it yon /~1(II,(9(I)}) sind Hi(ll,(~}) und Hi(z,c~) 
isomorph. 
Direkte Rechnung ergibt, dab Hi(Z, (~}) gleich ZOHI(X, Cx) ist. Das Bild 
yon Z in Hom(F, ]~*) ist trivial, also ist das Bild von PicX--H' (2, C~) unter fi
tats~ichlich Horn (F, ]~*). 
Beispiel 5. Es sei X der in Beispiel 3 definierte affinoide Raum und 
E= {xek: Ix[ < 1} der 1-dimensionale Einheitskreis mit der Strukturalgebra k(~) 
der strikt konvergenten Potenzreihen fiber k. Dann ist Y:=XxE ebenfalls 
k-affinoid mit der Strukturalgebra 
n v .  A(r  a~ .a~eA, l ima,=0 . 
v v~co  
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A<~)*=A*.G a 
eine Zerlegung 
Wir setzen voraus, dab k die Charakteristik 0 hat und zeigen: Es gibt eine 
exakte Sequenz 
0 ~ Pic f'-~ Pic Y ~ (Pic X/Pic J() | (/~/rt/~) (~ ~0. 
Hierzu beachten wir zunichst, dab die Zerlegung der Einheitengruppe 
mit GI={ f~A(~)*:f=~ 
Pic Y= PicX | H 1 (X, ~1) 
induziert, wobei ~1 die yon G~ auf X induzierte Garbe sei (s. [5] w167 3). Fir  
die affinen Riume Jf und f '=J(  x/~ gibt es eine analoge Zerlegung der Klas- 
sengruppe der Strukturalgebra A(Y), nimlich 
PicA(f) = Pic A(X) | P, 
wobei P sich mit Hilfe des Konduktorideals c yon A(Jf) in der Normalisierung 
A(Jf) ~ berechnen liBt. Diese Zerlegung wird in [1.] Theorem 8.1 genau be- 
schrieben fiir beliebige (noethersche) Ringe der Krulldimension 1. F ir  das 
abgegebene Beispiel kann man sie auch direkt finden; wir wollen jedoch auf 
eine Herleitung verzichten und das Ergebnis yon [1] benutzen. 
Im folgenden bezeichnen wir fiir affines (Z, (gz) mit (gz[~] die dutch 
Oz[~](U):=Oz(U)[~ ] (U often in Z) 
definierte Garbe auf Z, fir affinoides (X, (gx) mit (gx(~) die durch 
(gx(~}(U):={ ~f~;f~(~x(U)'limfv=O } ~ = o  (U often in X) 
definierte Garbe auf X. 
Wir beweisen un, dab es ein ~ ~/~ gibt, so dab 





Die in Beispiel 3 betrachtete Reduktion X= C-{pl} von X ist pristabil, und 
mit [6] Chap. V Theorem 2.2. folgt, dab jede pristabile Reduktion von X aus 
3] durch ,,Aufblasen" von Punkten yon Jf hervorgeht. Dabei indert sich die 
Kohomologie mit Werten in der Strukturgarbe nicht, sondern ist stets gleich 
H 1 (Jr, (gJ =/~, wie man leicht nachrechnet. 
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Weil X eine pr~istabile Reduktion hat, kann man leicht zeigen, dab sich 
jede Uberdeckung yon X zu einer reinen Uberdeckung (,,pure covering") 1I 
verfeinern l~igt, so dab die Reduktion )~u yon X bez. !1 pr~istabil ist. Wit 
kSnnen uns also auf solche Oberdeckungen 11 beschdinken, fiir die J~  pr~i- 
stabil ist, und wir bezeichnen mit ru: X~Js  die durch 11 definierte Reduktion. 
Man iiberlegt sich leicht, dab die Sequenz 
oo  o 
O~ru, (gx-~rH, (gx~ (gxu~O 
ffir jede Zariski-Uberdeckung ~ yon J(~ eine exakte Sequenz 
o-+~ ~ (~, ~, ~~ ~ ~ (~, rH,~x)+~ (~, ex~,)+o (*) 
induziert. Ist 2B eine Uberdeckung yon X, die auf )(u ~ induziert, so 
ist _~l(~,ru,:;/f)~(~,W ) ffir gf  gleich ~x bzw. (gx. 
Geht man nun zum direkten Limes fiber alle Oberdeckungen yon X fiber 
(dabei bleibt die Exaktheit yon Sequenzen erhalten), so wird aus (*) die Se- 
quenz 
0+Hi (X ,  [gx)+ Hl(X, (gx)+ Hl(f~, (9~:)+0. 
Es bleibt also noch H*(X, (gx) zu bestimmen. Dies ist nach [6] Chap. IV w ein 
endlich erzeugter/~-Modul, nd ffir eine reine Uberdeckung Ii von X ist 
Hi( X, (~X)= I~II ( u' (fiX)' 
falls die einzigen Singularit/~ten yon -~u mehrfache Schnittpunkte sin& Eine 
solche (Jberdeckung ist z.B. durch 
v~,={(x,y)eX: Ixl<l~l}; U2:={(x,y) GX: Ixl>lg} 
gegeben. 
Die resultierende exakte Sequenz 
liefert wegen 
(U2) = f (x ,  y, u) / ( / -  x (x -  5) (x - 6), u x -  ~) 
dab Hl({Ul, 0-2} , (gx)~-k/~Ic mit ~=1/~ ist (s. auch [16] Example 3.12.3). Da- 
mit erhalten wir insgesamt, wie behauptet, 
U' (X, ~x) -- k/~ f. 
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Es bleibt in der Zerlegung 
P icA( f )= PicA(J?) |  
der Summand P zu bestimmen gem~iB [8] Theorem 8.1. 
Es ist A(X) =/~[x, y]/(y2 _ x 3) =/~[t2, t 3] c/~[t] = A (j~)v, das Konduktorideal 
c wird in A(X) yon x und y erzeugt, daher verschwindet das Nilradikal von 
A(X)/c. In A(X) v ist c kein Radikalideal, und das Nilradikal von k[l!]/c wird 
yon t erzeugt. Daraus ergibt sich 
P = 1 + t- ( r -  1). (/7[-t]/(t 2, t3)) [-T] 
d.h. P ist isomorph zu/7 (~. 
Wir haben insgesamt gezeigt, dab es aufspaltende Sequenzen 
1--+ eic x - ,  e icX x E-~, [ I  k/~l~ --,1 
t t t 
1 ~ Pic J( --* Pic ~ ~/~{~) ~ 1 
gibt, oder anders gesagt 
1 --~ Pic X -~-+ PicX x E-.(PicX/PicX)|  ~ --* 1 
ist exakt. Zur Bestimmung von PicX/PicJ~ sei auf Beispiel 3 verwiesen. 
w 3. Anhang: Die formale Gruppe einer elliptischen Kurve 
Wir wollen nun, wie in Beispiel 3 aus w angekfindigt, die Gruppenstruktur 
einer elliptischen Kurve mit guter Reduktion genauer untersuchen. 
Ist k algebraisch abgeschlossen mit yon 2 verschiedener Restklassencharak- 
teristik, so kann die elliptische Kurve E fiber k durch eine Gleichung in 
Legendreform y2= x(x- 1)(x- 2) beschrieben werden, wobei 121 = [1- 21 = 1 gel- 
ten mug (weil E gute Reduktion hat). Als neutrales Element der Addition 
wghlen wir wie fiblich den Punkt 00. Auf der offenen Kreisscheibe 
go:={(x, y)~E: Ixl>l} um oo ist 
ein lokaler Parameter (d.h. t(oo)=0 und t: E 0 ~ ,/~), und man rechnet leicht 
nach, dab fiir diesen Parameter die Addition vonder Form 
t 1 ]/(1 - t2z)(1-2t 2) + t2 ]/(1 - t~) (1 -2 t  z) ='  F(tx, t2) 
( t l '  t2 )~ 2 2 
1-,~t 1 t 2 
ist, wobei ferner Fek[[x, y~ gilt, d.h. F i s t  eine eindimensionale formale Grup- 
pe mit Koeffizienten in/~ (fiir den Begriff ,,formale Gruppe" sei auf Hazewinkel 
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[103 verwiesen, den wir im folgenden och hiiufiger zitieren werden). Unser 
Ziel ist es, zu zeigen, dab F ,,fast immer" (s.u.) zur multiplikativen Gruppe 
G~(x ,y )=x+y+xy isomorph ist. Dies ist auf jeden Fall richtig, wenn die 
Restklassencharakteristik yon k Null ist (s. [10] Theorem 1.6.2 und Exam- 
ple 1.4.2), daher wollen wir diesen Fall im folgenden ausschlie6en und char/~ 
= p > 3 annehmen. 
Wir betrachten die formale Gruppe F eFc[x,y], die zu der reduzierten 
Kurve /~: y2=x(x -1) (x -2 )  geh6rt. Fiir die p-fache Addition eines Punktes 
gilt: 
[p] (T) --a 1 T p~ + Terme htiherer Ordnung, 
wobei a 1 +0 und h die Htihe der formalen Gruppe ist (s. E10] 18.3.3). Nach 
[12] AppendixI w ist h gleich 1 oder 2, wobei der Fall h=2 genau dann 
eintritt, wenn ker[p]=(0) ist ([12] Chap. 13 w Theorem4), d.h. wenn /~ 
supersin_guliir st. 
Ob E supersingul~ir ist, h~ingt von ,t in der /~ definierenden Gleichung ab, 
und zwar gilt (siehe Mumford [14] Chap. IV.22), dab /~ genau dann supersin- 




Wir wollen uns auf den Fall h= 1 beschriinken, da es im anderen Fall 
ziemlich schwierig zu sein scheint, F zu bestimmen, und beweisen: 
Satz 3. Hat F die Hghe 1, so ist F isomorph zu der multiplikativen Gruppe G m 
(wobei G,,(x,y)=x + y+ xy gesetzt ist). Dies bedeutet, daft es einen lokalen 
Parameter t': Eo--*ff~ gibt, so daft t' sowohl fiir die analytische wie auch fiir die 
Gruppenstruktur ein Isomorphismus i t. 
Beweis. Nach [10] 19.4.1 gibt es bis auf Isomorphie genau eine formale 
Gruppe der H6he 1 fiber /~. Da man sofort nachrechnet, dab G m fiber /~ die 
H6he 1 hat, sind P und G m isomorph. Wir liften die diesen Isomorphismus 
beschreibende Potenzreihe g~k[fT]] zu einem g* E/~[[T~, wobei wir die Koeffi- 
zienten von g* noch geeignet wiihlen wollen. 
Wir m/Schten iimlich zum Beweis yon Satz 3 Theorem22.4.16 von [10] 
anwenden, das, auf unsere Situation angewendet, folgendes besagt: Sind F 1, F 2 
verschiedene Liftungen von F, und gibt es einen vollstiindigen lokalen Haus- 
dorff-Ring R, so dab F1, F2eR[[x, y]] sind, so sind F 1 und F 2 isomorph tiber R. 
Nun ist/~ nicht Hausdorffsch, das Problem besteht also darin, einen geeigneten 
Ring R zu finden. 
Wir unterscheiden die Fg.lle (i) char k =p und (ii) char k = 0. 
Ad (i). Es gibt einen Teilk6rper L ck,  auf dem die Bewertung trivial ist, 
dessen Restklassenk6rper L mit/~ fibereinstimmt. 
Beweis. Ist L ein maximaler Teilk6rper von k, auf dem die Bewertung trivial 
ist, so k6nnen wir annehmen, dab L algebraisch abgeschlossen ist (weil k nach 
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Voraussetzung algebraisch abgeschlossen ist). Sei also 2 e/~ und x ein Repr~i- 
sentant von Y. Falls x nicht aus L is t ,  ist L(x) nicht trivial bewertet, d.h. es gibt 
ein Po lynom pit] eL[t] mit 0< Ip(x)] < 1. Nach dem Henselschen Lemma gibt 
es dann ein y mit p(y)=0,  also yeL, und [y-x[ <1. Hieraus folgt die Behaup- 
tung. 
Wir w~ihlen in diesem Fall die Koeffizienten von g* aus L. 
Ad (ii). Bezeichnet W(/~) den Ring der Witt-Vektoren mit Komponenten in 
/~, so ist W(/~)c/~ diskret bewertet, und der Restklassenk6rper yon W(/~) ist 
gleich/~ (s. [7] Theorem 6.22). 
Wir w~ihlen jetzt die Koeffizienten von g* aus W(/~). 
Bezeichnen wir die formale Gruppe, die aus F durch Anwenden yon 
g* hervorgeht, ebenfalls mit F, so ist F eL[2]l[x,y]], falls char k=p,  
bzw. F e W(/~) [2] [[x, y]], falls k die Charakterist ik Null hat, und es gilt 
F(x, y)=x+y+x, y. 
Wir schreiben R o ftir L[2]  bzw. W(/~)[2] und definieren 
p:=Roc~{zek: [z l<l} (pist Primideal) 
sowie 
R." = (Ro) ~ ; 
dann ist R vollstiindiger lokaler Hausdorff -Ring (s. [3] I I I ,w  3 Proposit ion 19) 
und F e R n-x, yll. Damit  k6nnen wir den erw/ihnten Satz [10] 22.4.16(ii) anwen- 
den, d.h. F i s t  tiber R i somorph  zu G m verm6ge einer Potenzreihe feR[[T]]. 
Nun sind L bzw. W(k) in /~ enthalten, und dies induziert eine Abbi ldung 
. :  R~/~. 
Das Bild f*~l~[[T]l yon f unter dieser Abbi ldung liefert den gesuchten 
Isomorphismus yon F mit G m tiber/~. 
Bemerkung. Dieser Satz verallgemeinert ein Ergebnis yon Lutz [13] tiber die 
lokale Uniformisierung elliptischer Kurven. 
Literatur 
1. Bass, H., Murthy, P.: Grothendieck groups and Picard groups of abelian group rings. Ann. of 
Math. 86, 16-73 (1967) 
2. Bosch, S.: Orthonormalbasen in der nichtarchimedischen Funktionentheorie. Manuscripta 
Math. 1, 35-57 (1969) 
3. Bourbaki, N.: Commutative algebra. Paris: Hermann 1972 
4. Fresnel, J., van der Put, M.: G6om&rie analytique rigide et applications. Progress in mathema- 
tics 18. Basel, Boston, Stuttgart: BirkNiuser 1981 
5. Gerritzen, L.: Zerlegungen der Picard-Gruppe nichtarchimedischer olomorpher R~iume. Com- 
positio Math. 35, 23-38 (1977) 
6. Gerritzen, L., vander Put, M.: Schottky groups and Mumford curves. Lecture Notes in Math. 
817. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1980 
7. Greenberg, M.: Lectures on forms in many variables. New York-Amsterdam: Benjamin 1969 
8. Gruson, L.: Fibr& vectoriels ur un polydisque ultram&rique. Ann. Sci. l~cole Norm. Sup. 103, 
45-89 (1968) 
9. Hartshorne, R.: Algebraic geometry. Graduate Texts in Math. 52. New York-Heidelberg- 
Berlin: Springer 1977 
28 E. Heinrich und M. van der Put 
10. Hazewinkel, M.: Formal groups and applications. New York: Academic Press 1978 
11. Heinrich, E.: Die Picardgruppen affinoider Algebren und ihrer affinen Reduktionen. Arch. 
Math. (Basel) 31, 146-150 (1978) 
12. Lang, S.: Elliptic Functions. Reading: Addison-Wesley 1973 
13. Lutz, E.: Sur l'6quation yZ=xa-Ax-B duns les corps p-adiques. J Reine Angew. Math. 177, 
238-247 (1937) 
14. Mumford, D.: Abelian Varieties. Bombay: Tata Institute 1970 
15. vanderPut, M.: The class group of a one-dimensional ffinoid space. Ann. Inst. Fourier 
(Grenoble) 30, 155-164 (1980) 
16. van der Put, M.: Cohomology of affinoid spaces. Compositio Math. 45, 165-198, 1982 
17. van der Put, M.: Stable reductions of algebraic urves. Preprint 
Eingegangen am 23. M~irz 1983; eingegangen i  endgiJltiger Fassung am 1. August 1983 
